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Математические резервы
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Премии
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Пенсионные фонды
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Пенсионные фонды
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О таблицах смертности



9

07.12.2006 9

Таблицы смертности

0,0011791159758018
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Обозначения

• lx: число доживших до возраста х
• dx: число людей доживших до возраста
х и умерших до (х+1)

• qx: dx/ lx
• ex: средняя продолжительность
предстоящей жизни в возрасте х



11

07.12.2006 11

lx

0

10000

20000

30000

40000

50000

60000

70000

80000

90000

100000

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99 10
2

férfiak nık



12

07.12.2006 12

dx

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99 10
2

férfiak nık



13

07.12.2006 13
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Конструкция таблиц смертности

(история)
• Первая таблица: Halley
• Moivre: попытка конструкции функции
распределения продолжительности

жизни

• Halley: данные только о распределении
умерших по возрастам

• Quetelet: +данные о рождениях
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Конструкция таблиц смертности

(история) II.
• Сопоставление данных переписи
населения с регистрами умерших

• de Parcieux (1746): таблицы смертности,
составленные по индивидуальным

наблюдениям (участники тонтин)
• Конец 19 века: таблицы смертности
застрахованных (Англия, Америка, 
Германия)
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Конструкция таблиц смертности

(данные)
• Дата первого дня страхования
• Дата выбытия
• Причина выбытия
• 100 лет тому назад это уже знали

(Савич 113. стр.)
• Как можно больше других данных
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Оценка qx

• 365.25*(число смертей в
возрасте x)/ 
(продолжительность
наблюдения в днях для

застрахованных

возраста x)
• Что значит возраст x?
• Пример оценки для

одной венгерской

страховой компании:
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Оценка qx (продолжение)

• q=вероятность смерти в один день для
возраста x

• Наблюдения: (Xi, ti) , где Xi=1, если i. 
наблюдаемый умер в возрасте x, Xi=0, , 
если i. наблюдаемый выбыл или
перешел в возраст (x+1). ti: число дней
проведенных i. наблюдаемый в
возрасте x.

• Loglikelihood (            ,             ):
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Определение оценки максимального правдоподобия и доверительные

интервалы
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Определение годичной вероятности смерти
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Сглаживание

• q0,x: начальная оценка
• Whittaker-Henderson:
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Сглаживание (сплайны)
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Параметрические модели

• Если ξ возраст в момент смерти, то
условная плотность ξ при условии дожития

до возраста x называется интенсивностью

смертности:
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Параметрические модели

• Moivre (1729):

• Gompertz (1825): 

• Makeham (1860):

• Azbel (1999): 
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Оценка параметров
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От чего зависит смертность?

• пол
• раса
• место проживания
• род занятий
• доход
• застрахован ли
• вес
• курение
• …
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Аннуитанты
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Пример оценки для одной венгерской страховой компании, 
зеленая линия: данные общенациональной таблицы
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Курение
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Вес

эффект веса /[11]/
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Выявление эффектов

• Как найти те факторы, которые влияют на
смертность?

• Предпологаем, что наша база данных
содержит все необходимые сведенья.

• Первый шаг: считаем SMR для разных групп
)1(
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qT

S
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: число людей в группе умерших в возрастe х

: продолжительность наблюдения людей
возраста x в группе

: оценка вероятности смерти по всем
наблюдениям

)1(

xT
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Сравнение смертности двух групп

• : число людей в i. группе умерших в возрастe х
• : продолжительность наблюдения людей возраста x 
в i. группе

• : оценка вероятности смерти в i. группе

• распределения статистик приблизительно , со
степенью свободы количества возрастов, при
одинаковой смертности двух групп
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Сравнение смертности двух групп (2)

• модель: 

• или:                            /см. [12]/

• оценка „c” определяется методом
максимального правдоподобия
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Выявление эффектa места /[13]/
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Изменения по времени

на слайдах 48-52 использованы материалы [14]
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Пример Бельгии
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При подсчете аннуитетов надо использовать q 
зависящие от времени
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Методы проекции

• Параметрические модели: Sithole, Haberman
& Verrall (2000, [15]), Felipe, Guillén & Perez-
Marin (2002, [16])

• Метод Lee-Carter [6]
• Пуассоновский лог-билинейный подход: 

Brouhns, Denuit & Vankeilegom (2005, [17])
• Обозрение: 

http://www.gcactuaries.org/documents/summer_
school_2006.zip
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Метод Lee-Carter

процесс ARIMA
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Предикция q с помощью Lee-Carter (Венгрия)
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Предикция q с помощью Lee-Carter (Венгрия) /вариант/
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Поиск "похожей" таблицы

• Возможное применение:
– Проверка сложных моделей при
достаточном количестве наблюдений

– При недостаточном количестве и качестве
наблюдений позволяет оценивать таблицы

смертности
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Меры подобия
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Статистика A/E
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Поиск таблицы

• Использование базы данных
Американского Актуарного Общества
(SOA) 
http://www.soa.org/ccm/content/areas-of-
practice/special-interest-
sections/computer-science/table-manager/

• Несколько сотен таблиц. Поиск
похожего типа (например
общенациональная).
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Пример: Венгрия (2000) и Америка (1950) /мужчины/
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Пример: Венгрия (2000) и Америка (1970) /женщины/
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Подсчет мер подобия

100.5099.70  97.86     98.70     95.64     185019.75     

PV3PV2PV1ERLAEQDEV

105.93107.65107.77    107.26    111.09    754225.72 

PV3PV2PV1ERLAEQDEV

100.19100.1299.8799.80PV

100.23100.1599.8599.76ERL

101.92101.2198.7798.10AE

66.0855.5826.8120.95QDEV

0.9950.950.050.005Quantiles
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Доверительные интервалы

• Подсчитываются не асимптотически, а
10000 раз симулируем смерти для
соответствующей группы людей, 
предпологая, что вероятности смерти
соответствуют данной таблице. Для
каждого такого опыта оцениваем q и
подсчитываем меры. По результатам
10000 опытов определяем интервалы.
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Новый вид страхования

• Хотим например предсказать смертность пенсионеров которые
получают аннуитет взамен квартир. Не распологаем никакими своими
данными.

• Знаем, что в Америке существует схожий вид страхования (reverse
mortgage). В начале 90-х годов предлогали использовать для такого
вида страхования таблицу 1983 года для аннуитантов.

• Ищем похожую общенациональную таблицу в США. Таблицы 1980-90-х
годов значительно лучше нынешних венгерских таблиц.

• Пробуем найти такие страны, где есть таблицы для аннуитантов. 
Самые похожие: Швейцария (1970) и Англия (1979-82). Расчеты
производим используя таблицы смертности для аннуитантов этих
стран.

• На следующей странице сравниваем ожидаемую продолжительность
жизни для разных возрастов подсчитанных по этим таблицам с
подсчитанной по венгерской общенациональной таблицей.
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Отсуствие возрастных групп

• Страховые компании и пенсионные фонды
распологают данными о людях до возраста

65 лет.
• Ищем похожую таблицу в другой стране для
клиентов страховых компаний.

• Рассматриваем развитие таблиц данного
типа в последующие годы.

• Предполaгаем, что клиенты нашей компании
в будущем будут иметь схожую смертность.
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Случайное проектирование

времени смерти

• Развитие схожей таблицы рассматривается
математическое ожидание развития нашей

таблицы

• Налагается шум
• Шаги одной симуляции:

– Одна реализация временного ряда шумов.
– При таком развитии смертности жеребьевкой
определяется время смерти (с точностью до
месяца) для каждого нашего аннуитанта (или
застрахованного). 
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Разброс аннуитетов
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